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摘要! 在研究扇形束插值代数重建法基础上，提出了由相叠的低分辨扇形束投影数据重建高分
辨 ,1图像的两个新算法，即扇形束的虚拟探测器法和扇形束的直接重建法，并给出和分析了数
值模拟结果。
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传统上人们认为探测器的分辨率决定了 ,1投影数据的分辨率，而 ,1投影数据的分辨率
又决定了重建 ,1图像的分辨率。可否由低分辨的探测器所采集的投影数据，重建出高于探
测器分辨率的图像呢？文［$］设计了相叠采样（6D:;(EFF:G HEIF(JKL）方式，利用多线法和基于
块迭代的快速代数重建法重建出了明显高于投影数据分辨率的 ,1 图像，其本质在于系列相
叠的低分辨投影数据事实上蕴含了 ,1图像的高分辨信息。
本文在研究插值代数重建法（ 3/01）［"］的基础上，提出了由相叠的低分辨扇形束投影数据

重建高分辨 ,1图像的两个新算法，即扇形束的虚拟探测器法和扇形束的直接重建法，模拟数
据重建结果表明两种算法均可重建出明显高于投影数据分辨率的 ,1图像。

$! 扇形束插值代数重建法（M3/01）

扇形束 ,1的扫描系统的几何布置如图 $ 所示，其中 !" 为 N射线源所处的位置，均匀分布

在以 #为心，以 $H 为半径的圆周上（ " O $，"，⋯，%）；被探测物体放置在以 # 为心，以为 $; 半

径的圆域内；线阵探测器的各个探测器排列在以 !" 为心，以 $G 为半径的圆弧 ! 上，每个探测
器对应的圆心角为 "!，弧长为 & O $G"!；线阵探测器的中心为 ’，!"’为扇形束 N射线的中心
射线；() 为第 )个像素中心，()，"为 () 沿方向 !"() 在 !上的投影；"" 为 #!" 与 #*的夹角，!)，"为

!"()，"与 !"’的夹角（ ) O $，"，⋯，+；" O $，"，⋯，%）。
/01［>，C］的基本思想是：将被检测区域划为若干个像素，将探测器检测到的投影数据与各

像素的 ,1值之间的关系归结为一个线性代数方程组，通过迭代法求解该方程组得到像素的
,1值。如图 $，被检测区域划分为 , - ,个像素，设 .) 为第 )个像素的 ,1值；设 /0，"是源处于

!" 时第 0个探测器对应的投影值；设 10)，"为源处于 !" 时第 )个像素对第 0 个探测器对应的投影
值 /0，"的贡献因子，根据 P::;定律得线性代数方程组
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!" 是松弛因子。

图 !" 扇形束扫描系统的几何关系
#$%& ! ()* +,)- .,/-,012

有不同的方法近似 ("’，#，如将 ("’，#取作 0# 到第 "个探测器的中心的射线与第 ’个像素的交线
长，或将 ("’，#取作 0# 到第 " 个探测器对应的射束与第 ’ 个像素相交的面积。本文中采用 (34
56%［"］，其特点在于计算简单，并考虑了距探测器不同距离的像素对探测器的不同贡献。下面
给出该方法中 ("’，#的定义。
当源处于 0# 时，将第 ’个像素绕中心 1’ 旋转，使其一边与 0#1’，#平行。设旋转后的像素在

"上的投影的弧长为 "2’，#，2’，# & 78 934: ; 0#1’，其中 3为象素宽度。
设 5" 是第 "个探测器的中心坐标。为计算方便，取探测器的宽度为单位 !。文［"］在 3 $

6的假设下，给出了 (356%的插值函数 7’，#（5"）的定义。本文对一般情况，定义 (356% 的插值
函数 7’，#（5"）如下：

!）当 2’，#"78 9 时，

7’，#（5"）$
!< < < < ，8 5" 9 1’，# 8# 2’，# 9 7: 9

7: 9 . 2’，# 9 8 5" 9 1’，# 8，* * 2’，# 9 7: 9 ; 8 5" 9 1’，# 8# 2’，# . 7: 9

7< < < < ，8 5" 9 1’，# 8 < 2’，# . 7:
{

9
< < "）当 2’，# = 78 9 时，

7’（5"）$
"2’，# * * * * ，8 5" 9 1’，# 8# 7: 9 9 2’，#

7: 9 . 2’，# 9 8 5" 9 1’，# 8，* * 7: 9 9 2’，# ; 8 5" 9 1’，# 8# 7: 9 . 2’，#

7< < < < ，8 5" 9 1’，# 8 < 7: 9 . 2’，

{
#
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显然，!
!
"#，$（%!）& !’#，$ 。在 "#$%&中，定义 (!#，$ & "#，$（%!）)!!。

!’ 由低分辨投影数据重建高分辨 (&图像

!) "# 扇形相叠采样
假设检测区域的投影总落在线阵探测器的扫描范围内。设每个探测器的宽度为 * *

++!!。假设线阵探测器可沿所在圆弧移动，且移动的步长 " , *，即线阵探测器可以绕着射线
源旋转，转角间隔小于 !!。对给定的射线源位置，线阵探测器依次作 ,次采样，每次采样后位
移 "，如此采样得到的采样数据称为 ,次相叠的低分辨扇形束投影数据。
!) !# 扇形束的虚拟探测器法
算法的基本思想是：假想一个探测器由 ,个同样的虚拟探测器组成，这样该探测器的读数

等于这 ,个虚拟探测器读数的和；若能从线阵探测器采集的相叠的低分辨扇形束投影数据，求
得各个虚拟探测器对应的高分辨投影数据，即可利用 "#$%&重建出高分辨 (&图像。
为叙述简便，本文以 , * -，" * * - ,，) * "为例介绍扇形束的虚拟探测器法。设线阵探测器

每次采样后沿所在圆弧的负方向移动 "（也就是线阵探测器绕 .$ 按顺时针方向旋转 !! - ,）。
记 / * -0，此时共有 / . ! 个虚拟探测器。1是线阵探测器的采样序号，1 * /，!，-。!是探测器
的序号，! * /，!，⋯，0。源处于 .$ 时，沿线阵探测器所在圆弧的方向，编号为 ! 的探测器的第 1
次采样对应的投影值设为 2-! 3 1 4 /，$；沿线阵探测器所在圆弧方向，虚拟探测器的序号设为 5，对

应的投影值设为 2$5，$，5 * /，!，⋯，/ . !。一般而言，应该有

#2$5，$ 4 $2$54/，$ 4 #2$54!，$ & 25，$，6 5 & /，!，⋯，/ （!）
式中 #和 $应由系统的点扩张函数确定。为简单起见，取 # & $ * /，则（!）化为

2$5，$ 4 2$54/，$ 4 2$54!，$ & 25，$，6 5 & /，!，⋯，/ （-）

易见 2$5，$ & 0，5 * /，! 或 5 */ . /，/ . !；2$5，$"0，5 * /，!，⋯、/。
方程组（-）是超定的，可以按一定方法求得广义解（即虚拟探测器对应的投影数据），之后

可用 "#$%&重建 (&图像。
!) $# 扇形束的直接重建法
为简单起见，仍假设 , * -，" * * - ,（事实上，对直接重建法不必假定 " & * - ,），) & * - ,。对

源的每个位置 .$，线阵探测器进行 - 次相叠采样，得到 - 次相叠的低分辨扇形束投影数据。
源处于 .$ 时线阵探测器的第 1次采样中，第 ! 个探测器对应的投影数据设为 21

!，$，第 ! 个
探测器的中心坐标为 %1

!，第 #个像素的中心坐标在线阵探测器上的投影的坐标为 71
#，$，! * /，!，

⋯，0；$ * /，!，⋯，8；1 * /，!，-。于是，可按第 / 节所述的方法，对每个 21
!，$建立线性代数方程。

迭代求解方法如下：（/）对 #$ 排序；（!）对给定 $和 1，对 21
!，$对应的方程依次迭代求解，! * /，!，

⋯，0；（-）对所有 $和 1，对 21
!，$对应的方程迭代后，进行判断，必要时继续作下一轮迭代，直至得

到满意的逼近解。

-’ 数值结果与分析

$) "# 仿真图像与模拟投影数据
仿真模型的断面图像如图 ! 所示。模型的断面为一带有 12 个圆孔的圆盘，其中圆盘的半
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径为 !"# $% &&，外层圆孔 !’ 个，半径为 !# %( &&，各圆心均匀排列在半径为 )# $! &&的圆
周上；中层圆孔 !* 个，半径为 +# )! &&，各圆心均匀排列在半径为 %# !’ &&的圆周上；内层
圆孔 !( 个，半径为 +# ,’ &&，各圆心均匀排列在半径为 !# )( &&的圆周上。仿真模型的 -.
值分布 !（"）为：当 "在 (’ 个圆孔内或大圆盘之外时，!（"）/ +；当 "在除去 (’ 个圆孔的圆盘
上时，!（"）/ "%%。

图 !" 模型图像
#$%& ! 01234 5&673

计算可知，两相邻的外层圆孔之间的距离均为 +# ,&&，两个相邻的中层圆孔之间的距离
均为 +# "&&，两相邻的内层圆孔之间的距离均为 +# !&&。
取 #8 / %!# ’&&，#2 / $%# !!&&，#9 / !"# )%&&。
高分辨投影数据由 ,,! 个探测器（每个宽度为 +# !&&）组成的线阵探测器扇形采样得到；

相叠的低分辨扇形束投影数据由 !!! 个探测器（每个宽度为 +# ,&&）组成的线阵探测器 , 次
相叠采样得到；不相叠的低分辨投影数据由 !!! 个探测器（每个宽度为 +# ,&&）组成的线阵探
测器扇形不相叠采样得到。射线源位置 $%（ % / !，"，⋯，’!(）等弧长分布在圆周上。
’& !" 重建 ()图像及评测
我们采用如下两种图像距离评价重建 -.图像与模型图像的逼近程度［(］：
!）归一化均方根距离

:58;!（ %&，&）’ !
(
（ %&( ) &(）

" *!
(
（ %&( ) %&）!

" （(）

< < "）归一化平均绝对距离

:58;"（ %&，&）’ !
(

+ %&( ) &( + *!
(

+ %&( + （%）

式中 %&是原始图像或相应的参考图像，而 =表示对图像取算术平均均值。:58;!（ %&，&）表示图
像 &与 %&的归一化均方根距离；而 :58;"（ %&，&）表示 & 与 %& 的归一化平均绝对距离。在图像
的少数像素上出现的大偏差会使 :58;!（ %&，&）的值较大，而在许多像素上出现的小偏差会使
:58;"（ %&，&）的值较大。在本文模拟试验中，!, / +# !，迭代次数 - / "；模型图像和重建 -.图像
的大小均为 "%) > "%) 像素。
用不同的扇形束模拟投影数据及算法重建的 -. 图像见图 ,，图像距离（(）和（%）对图 ,

（6）、（?）、（@）、（2）的评测结果见表 !。
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表 !" 图 # 中重建 $%图像（&）、（’）、（(）、（)）分别与模型图像的距离
%&’*+ ! ,-&.+ )/01&2(+0 345- 4+(520146(1+) $% /-&.+0（&），（’），（(），（)）

/2 7/.8 # 15 19+ -5)+* /-&.+ /2 7/.8 :
! ! " （#） （$） （%） （&）
’()*+ ,- ".,.., ,- ".,./, ,- ".,.0+ ,- "/1/10
’()*" ,- ,/1,," ,- ,/231+ ,- ,0212, ,- +,03+"

图 #" 重建的 45图像（#）用扇形束插值代数重建法由高分辨投影数据重建的 45图像，
（$）用扇形束的虚拟探测器法由三次相叠的低分辨投影数据重建的 45图像，
（%）用扇形束的直接重建法由三次相叠的低分辨投影数据重建的 45图像，
（&）用扇形束的插值代数重建法由不相叠的低分辨投影数据重建的 45图像

7/.8 # 67%89)*:;%*7& 45 (<#=7（#）:7%89)*:;%*7& $> ?@A65 B:8< *C7 C(=C D :7)8E;*(89 F:8G7%*(89 &#*#，
（$）:7%89)*:;%*7& $> *C7 B#9 $7#< H(:*;#E &7*7%*8: #E=8:(*C< B:8< *C7 *C:77 D *(<7 8H7:E#FF7&

E8I D :7)8E;*(89 F:8G7%*(89 &#*#，（%）:7%89)*:;%*7& $> *C7 B#9 $7#< &(:7%* :7%89)*:;%*(89
#E=8:(*C< B:8< *C7 *C:77 D *(<7 8H7:E#FF7& E8I D :7)8E;*(89 F:8G7%*(89 &#*# #9&（&）:7%89)*:;%*7&

$> ?@A65 B:8< *C7 E8I D :7)8E;*(89 F:8G7%*(89 &#*#

#- #" 结论
由模拟扇形束投影数据重建的 45图像及评测结果（参见图 # 和表 !）分析得出如下结论：
由相叠的低分辨扇形束投影数据重建的 45图像的分辨率明显高于由不相叠低分辨扇形

束投影数据直接重建的 45图像的分辨率；
用扇形束的虚拟探测器法由三次相叠的低分辨投影数据重建的 45图像的分辨率与由高

分辨数据直接重建的 45图像的分辨率基本接近；
用扇形束的直接重建法重建的 45图像的分辨率略低于扇形束的虚拟探测器法重建的 45
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图像的分辨率，但扇形束的直接重建法可适用于各种形式的扇形相叠采样数据。

本文未考虑源的焦点尺寸、点扩张函数等因素对重建图像的影响，对此尚需作进一步研

究。
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